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Abstract 

Carlitz has introduced g-analogues of the Bernoulli numbers around 1950. We obtain a representation 
of these g-Bernoulli numbers (and some shifted version) as moments of some orthogonal polynomials. 
This also gives factorisations of Hankel determinants of g-Bernoulli numbers, and continued fractions for 
their generating series. Some of these results are g-analogues of known results for Bernoulli numbers, 
but some are specific to the q-Bernoulli setting. 


Resume 

Carlitz a introduit vers 1950 des g-analogues des nombres de Bernoulli. On obtient une representation 
de ces g-analogues (ainsi que de variantes decalees) comme moments de certains polynomes orthogonaux. 
Ceci donne aussi des factorisations des determinants de Hankel des nombres de g-Bernoulli, ainsi que des 
fractions continues pour leurs series generatrices. Certains de ces resultats sont des q-analogues d’enonces 
connus pour les nombres de Bernoulli, mais d’autres sont sans version classique. 


Introduction 

Les nombres de Bernoulli ont une longue histoire, et sont utiles dans divers domaines des mathematiques. 
Leur apparition dans les valeurs prises aux entiers par la fonction C de Riemann est sans doute une des 
principales raisons de leur importance. 

Un aspect apparemment assez peu connu est I’existence de plusieurs fractions continues simples pour des 
series generatrices faisant intervenir des nombres de Bernoulli ou des polynomes de Bernoulli. On trouve 
deja un example de ce type pour les polynomes de Bernoulli dans les travaux fondateurs de Stieltjes sur 
les fractions continues [Sti95, §86]. D’autres examples pour les nombres de Bernoulli sont presentes dans 
I’appendice par Zagier du livre [AIK14]. Sans aucune exhaustivite, on trouve notamment de telles fractions 
continues dans les articles [Rog05, §6], [Fra79, §5] et [Tou56, §13 et 14]. 

Le contexte natural pour ces fractions continues (du moins pour celles qui font intervenir des series 
generatrices ordinaires) est la theorie des polynomes orthogonaux. Les nombres ou polynomes de Bernoulli 
apparaissent dans ce cadre comme les moments de families de polynomes orthogonaux en une variable. On 
pent citer notamment Carlitz [Car59] pour une interpretation en ces termes des resultats de Stieltjes pour 
les polynomes de Bernoulli. Ces travaux sont brievement decrits dans [Chi78, p. 191-192]. 

Une consequence de cette realisation comme moments de polynomes orthogonaux est I’existence de 
formulas closes pour les determinants de Hankel des nombres de Bernoulli. En particulier, de telles formulas 
sont demontrees dans [ASC59, Kra99] pour les determinants de Hankel des nombres de Bernoulli avec indices 
decales de 0,1 ou 2. Un resultat plus general, qui contient ces trois cas, a egalement ete obtenu par Fulmek 
et Krattenthaler dans [Kra99]. 

Notre objectif dans cet article est d’obtenir des resultats similaires (fractions continues pour les series 
generatrices, factorisations des determinants de Hankel, expressions comme moments de polynomes ortho¬ 
gonaux) pour les g-analogues des nombres de Bernoulli et des polynomes de Bernoulli introduits par Carlitz 
dans [Car48]. 

Ces nombres de q-Bernoulli-Carlitz, qui sont des fractions rationnelles en la variable q, semblent assez 
naturels. Ils sont apparus recemment dans I’etude de certaines series formelles en arbres [Cha09], ainsi que 
dans la theorie des q-polynomes d’Ehrhart [CE14], et sont fortement lies avec un g-analogue de la fonction 
C [ChalO]. Les resultats du present article sont un autre signe de leur interet potentiel. 
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L’article est organise comme suit. Apres un section d’introduction des notations, on obtient d’abord 
des expressions des nombres de q-Bernoulli-Carlitz (eventuellement decales) comme moments de polynomes 
orthogonaux de type g-Hahn ou g-Legendre. On formula ensuite les recurrences explicites pour ces polynomes 
orthogonaux. Par la theorie generale, ceci donne des fractions continues de Jacobi pour les series generatrices 
des moments et des factorisations de determinants de Hankel des moments. On transforme ensuite ces 
fractions continues en fractions continues de Stieltjes. Enfin, on obtient dans la derniere section un resultat 
plus general, qui est un q-analogue du theoreme de Fulmek et Krattenthaler. Ceci fait intervenir les polynomes 
orthogonaux de type g-Jacobi. 

Dans la plupart de nos resultats, on pent faire g = 1 et retrouver de maniere transparente les resultats 
classiques. II y a deux exceptions : les fractions continues pour la serie generatrice decalee de deux crans, 
et la formule pour le determinant de Hankel decale de trois crans, qui n’ont pas de limite classique et sont 
done des formules completement nouvelles. 

Le lecteur interesse pourra trouver beaucoup d’informations historiques sur le cas classique dans I’intro- 
duction de Particle [Koe96]. Un g-analogue de la serie generatrice exponentielle des nombres de Bernoulli a 
ete etudie sous un angle similaire dans [AW02]. 

Remerciements : les auteurs remercient le NIMS (Daejeon) on cet article a ete termine, pour Paccueil 
et les agreables conditions de travail. Le premier auteur beneficie du soutien du contrat ANR CARMA 
(ANR-12-BS01-0017). 

1 Notations 

Les nombres de g-Bernoulli-Carlitz, notes jSn pour n > 0, sont definis par les relations 



q — 1 si n = 0, 
1 si n = 1, 

0 si n > 1, 


( 1 . 1 ) 


oil on convient de transformer les exposants de (3 en indices apres avoir developpe le binome. 


Ce sont des fractions rationnelles en la variable g, dont les valeurs en g = 1 sont les nombres de Bernoulli 
usuels. Pour illustration, voici les premieres fractions : 




Po — 1 , Pi 



(g + 1) • (g2 + g + 1) • (g2 + 1) ’ 


g • (g4 - g3 - 2g2 - g + 1) 


(g + 1) • (g2 + g + 1) • (g2 + 1 ) • (g^ + g3 + g 2 ^ ' 


Leur serie generatrice exponentielle est notee 



( 1 . 2 ) 


n>0 


Des relations (1.1), on deduit qu’elle satisfait I’equation fonctionnelle 

qe^B{qx) — B{x) = q — 1 + x. 
Leur serie generatrice ordinaire est notee 


(1.3) 



(1.4) 


n>0 


On deduit des relations (1.1) I’equation fonctionnelle 



(1.5) 
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On considere aussi les series generatrices ordinaires decalees de un on deux crans definies par 


Bi{x) = ^ X! B 2 {x) = ^ X! I^ri+ 2 X'^. 


P2 


( 1 . 6 ) 


n>0 n>0 

On note 'I' la forme lineaire sur les polynomes en une variable x a coefficients dans Q(g) definie par 

= /3n (1.7) 


pour n > 0. 

Les polynomes de q-Bernoulli-Carlitz sont les polynomes en une variable z a coefficients dans Q(q) definis 
pour n > 0 par 

Pniz)=^{{z+{z{q-l) + l)x)‘^), ( 1 . 8 ) 

et leur valeur en z = 0 est le nombre de g-Bernoulli-Carlitz /3„. Ce sont des q-analogues des polynomes de 
Bernoulli usuels. Les trois premiers sont 


2z — 1 S))? + l)z^ — 2(2g + l)z + g 
’ g+1 ’ (g + l)(g2 + g+l) 


Ces polynomes de g-Bernoulli-Carlitz sont relies aux polynomes introduits initialement par Carlitz dans 
[Car48] par un changement de variable simple. Plus precisement, si on note /3„ les polynomes originaux de 
Carlitz, il resulte de la comparaison entre la formule (5.5) de cette reference et (1.8) que 


Pn {{q'^ - i)/(g - 1)) = Pn{y)- 


(1.9) 


Pourn € Z, onnote [n]q le g-entier (g" —l)/(g—1). Pourn G N, on note [n]\q la g-factorielle [l]9[2]g .. 
Pour 0 < m < n dans N, on note [))(] le g-analogue habituel des coefficients binomiaux, defini par 


[n]! 


[m\\q[n - m\\q 


Pour des entiers positifs ou nuls i,d, on pose 


1 


[dh 


C’est un g-analogue du polynome binomial . 

On a alors les evaluations suivantes (voir [CE14, Prop. 3.3 et 3.5]). 


Lemme 1.1 Pour des entiers 0 < i < d, on a 






Lemme 1.2 Pour des entiers 0<i<det0<j<e, on a 


On introduit les notations 


[d+e+l]q q 


et 


( 1 . 10 ) 


p’/] „ = - ^ + 1]^ + -d + 2]q + q^-<^+^x )... ([z], + q\). (1.11) 


( 1 . 12 ) 


(1.13) 


Y[{\i]q + q"x) 

2=1 

(1.14) 

a 

Desc(a:, a) = tt ([*]5 — x). 

(1.15) 


2=1 
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Remarque : pour n entier positif, [—n]q + q "x = —q ”([n]g — x). 

On utilise le symbole de Pochhammer de base q defini par 

(a; q)k = (1 - a)(l - ga)... (1 - q^~^a), (1.16) 

ainsi que la notation abregee (a, 6,...; q)k pour le produit de plusieurs tels symboles. 

On a besoin du lemme suivant (voir [Chi78, p. 25]). 

Lemme 1.3 Soit {qnix))n>o une famille de polynomes orthogonaux definis par 

qn+i{x) = {an + x)qn{x) - bnqn-iix), (1-17) 


avec les conditions initiales g-i(x) = 0 e< qo{x) = 1. Soit {pn{x))n>Q l^s polynomes definis par le changement 
de variables Pn{x) = qn{Ax + B)/A^ {A ^ 0). Alors les pn sont une famille de polynomes orthogonaux 
verifiant la recurrence 

Pn{x) = {{an + B) / A + x)pn{x) - bn / A^ Pn-l{x) . (1.18) 

Si on note Vn les moments de la famille qn, alors les moments de la famille Pn sont 

= (1.19) 


2 Polynomes orthogonaux et moments 


2.1 Polynomes orthogonaux de type g-Hahn 

On considere les polynomes en x definis par la formule 


Pn{x) = Z(j)2 


q-^, g=+'^+"+i, g(l + {q - l)x) ^ 

qc+i^qd+i 




( 2 . 1 ) 


oil 302 est la fonction hypergeometrique basique usuelle. Les parametres c et d sont des entiers positifs ou 
nuls. 

Ces polynomes sont revaluation en g(l + {q — l)a;) de polynomes Qn de type g-Hahn, qui ferment une 
famille classique de polynomes orthogonaux. Ce sont encore des polynomes orthogonaux (voir le lemme 1.3). 


Theoreme 2.1 Les nomhres de q-Bernoulli-Carlitz {fin)n>o sont les moments des polynomes orthogonaux 
Pn de parametres c = d = 0. 


Preuve. 11 suffit de montrer que 4' s’annule sur les polynomes Pn pour ces parametres lorsque n > 1 et 
vaut fio = 1 lorsque n = 0. Ceci caracterise I’application moment pour cette famille de polynomes, voir par 
exemple la preuve du theoreme de Favard dans [Chi78, p. 21-22]. 

L’expression hypergeometrique (2.1) donne la formule explicite 

P4,,) , V + (1 - ^.2) 

ti (i.rr.oh 

en termes de symboles de Pochhammer. 

Le symbole (g(l + {q — l)a;); q)k vaut 

(1 - g)'=(l + qx){[2]q + q'^x){[3]q + q^x)... {[k]q + q^x), (2.3) 

ce qu’on peut encore ecrire, avec la notation introduite dans (1.11), 

^^-qnkU\^]q = {q-.qh[\^]q- ( 2 . 4 ) 

Un cas particulier du lemme 1.1 donne que 

= (2.5) 
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Par consequent, 




(g-",g"+i;g)fcgfe 

{q,q-,q)k[k+ 1], 


E 


(g-",g"+i;g)fcgfe 
{q,q'^;q)k 


On reconnait 24>i 



, qui est nul par la formule de g-Vandermonde lorsque n > 1. 


( 2 . 6 ) 


Theoreme 2.2 Les fractions (Pn/f3i)n>i sont les moments des polynomes orthogonaux Pn de parametres 
c = 0 et d =\. 


Preuve. II suffit a nouveau de montrer que la forme lineaire / i—^ s’annule sur les polynomes Pn pour 

ces parametres lorsque n > 1 et vaut /3i lorsque n = 0. 

L’expression hypergeometrique (2.1) donne la formule explicite 


p . , ^ (g-",g)fc(g(l + {q- l)a:); g)fcg" 

{q,q,q^;q)k 

L’expression x(g(l + (g - l)a;);g)fe vaut [A: + l]q(g; g)* 

Un cas particulier du lemme 1.1 donne que 

+ [k+l]^[k + 2]g- 


(2.7) 


( 2 . 8 ) 


On en deduit alors que 


'itixPnix)) 


^ (g-",g"+^g)fcgV 1 ^ (g-",g"+^g)fcg" 

^ (g,g2;g)fe[fc + 2]5 [2]9^ {q,q^]q)k 


(2.9) 


On reconnait la somme comme 2 <t>i 
n> 1. 



, qui est nul par la formule de g-Vandermonde lorsque 


Theoreme 2.3 Les fractions (/3n//32)n>2 sont les moments des polynomes orthogonaux Pn de parametres 
c = 1 et d = 1. 


Preuve. II suffit a nouveau de montrer que la forme lineaire / i— >■ '^{x'^f) s’annule sur les polynomes Pn 
pour ces parametres lorsque n > 1 et vaut /I 2 lorsque n = 0. 

L’expression hypergeometrique (2.1) donne la formule explicite 


Pn{x) = 


(g-",g"+3;g)fe(g(l + (g-l)a:);g)feg'= 


fc=0 


(<?, q^,q^\q)k 


( 2 . 10 ) 


L’expression x^(g(l + (g — l)x);g)fe vaut [k + l](j(<?; 9)fe ^ • Un cas particulier du lemme 1.2 donne 

que 

( 2 . 11 ) 


^/ro.x-i rk,x-\ _ u _ 

UiJ,Lfe+iJ,l ^k + 2]q[k + 3], 


On en deduit alors que 


(g-",g"+3;g)fe[fc+l],g^ _ g ^(g-",g-+3;9),g'= 


E- 


( 9^1 9^; q)k[k + ‘2]q[k + 3]q, [2]q[3]q 


{q,q'^;q)k 


( 2 . 12 ) 


On reconnait la somme comme 2 <(>i^'^ ',q,qj, qui est nul par la formule de g-Vandermonde lorsque 

n > 1. ■ 
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2.2 Polynomes orthogonaux de type g-Legendre 

On introduit une autre famille de polynomes en x definis par la formula 


Pn(x) =34>2 



(2.13) 


oil le parametre z est une variable. 

Ces polynomes sont revaluation en g(l + (<? — l)a::) de polynomes Qn de type “grand g-Legendre”, qui 
forment une famille classique de polynomes orthogonaux (voir [KLSIO, §14.5.1]). 

Lorsque z = 0, on retrouve le cas c = d = 0 de type g-Hahn considere precedemment. 

On va calculer leurs moments en termes de polynomes en z obtenus par integration des polynomes de 
g-Bernoulli-Carlitz definis par (1.8). 

Pour simplifier les notations, on pose c=l + [q — l)z dans cette section. 

On rappelle que la g-integrale de Jackson est definie par 



(2.14) 


Lemme 2.4 Les moments des polynomes Pn sont donnes par 



(2.15) 


Preuve. On salt (voir [KLSIO]) que les polynomes “grand g-Legendre” Qn de parametre c sont orthogonaux 
pour les moments 



Cette egalite resulte du calcul suivant : 




k>0 k>0 



Par le lemme 1.3, les moments des polynomes sont done 



ce qui donne le resultat voulu. 


Lemme 2.5 On a 



(2.17) 


Preuve. On note que 1 — c = (1 — g)z et que 


^(l-c'=+i) =(l-g)(fc+l)c^ 


(2.18) 
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En multipliant (2.17) par z, puis en derivant par rapport a z, on obtient 


Cette equation est exactement la formule (5.3) de [Car48], modulo le changement de variables (1.9). II reste 
a verifier que (2.17) est vraie en z = 0, ce qui resulte aussi de (2.19) en z = 0. ■ 

Theoreme 2.6 Les polynomes (^ Jq Pn{y)dy)n>o sont les moments des polynomes orthogonaux P„. 

Preuve. Ceci resulte des deux lemmes precedents. II n’est pas necessaire de normaliser les moments, car 
/3o(z) = 1. ■ 


On introduit la serie generatrice des moments 


B.{x) = ^ 


n>0 


ldn{y)dy X 


( 2 . 20 ) 


3 Recurrences 

Chaque famille de polynomes orthogonaux (supposes unitaires) verifie une recurrence a trois termes, de 
la forme 

Pn+l — is^n X^Pji b^Pji—i^ (3.1) 

pour deux suites de coefficients a„ et 6„. On va calculer ces recurrences pour les families de polynomes 
considerees, en partant de la recurrence generale connue pour les polynomes de type g-Hahn et de type 
“grand g-Legendre”. 

3.1 Recurrences pour le type g-Hahn 

Selon [KLSIO, §14.6], la version unitaire g„ des polynomes Qn definis par la formule (2.1) (avec x au lieu 
de g(l + (g — l)a;)) verifie la recurrence 


Qn+l — (^n “f Cji 1 + X^Qn ^n — lCnQn—l: 


(3.2) 


ou 

(^2 — g"'+'^+l)(l — g”+°+^)(l — 

^ _ ^2n+c+tZ+l ^ _ q2n-{-c-\-d-\-2^ 

et 

qU+c+d+l — g"~*"‘^)(l — g"+^) 

— q'^n+c+d^^^ _ q2n+c+d+l^ 


(3.3) 

(3.4) 


On utilise ensuite le lemme 1.3 pour le changement de variables x i—>■ g(l + (g — l)a;). On obtient la 
recurrence 

Pn+I = {{An + Cn-l + g)/(<?(<? “ I)) + x) - A„_iC'„/(g(g - l))^p„_i, (3.5) 


pour les versions unitaires Pn des polynomes P„ dffinis par (2.1). 
Considerons les trois cas particuliers qui nous interessent. 

• Pour (c, d) = (0, 0), on obtient 


A 


n 


(l_gn+l)3 

(1 - g2«+l)(l - g2n+2) 


(3.6) 


et 


Cn 


gn+l(l_gn)3 
(1 - g2’^)(l - g2"+l)' 


(3.7) 
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La recurrence est done donnee par 


Pn+l — 


[2n + 1 ]^ + [n+ l]g - 3[n]^ 
(l + g")(l + g"+i) 


+ x ] Pn + 


<7-1 [n ]6 


[2n - l]q[2nU2n + 1] 


-Pn-l- 


(3.8) 


• Pour {c,d) = (0,1), on obtient 


(1 -q”+i)(l -g”+ 2)2 

- (1 _ g2n+2)(l _ g2n+3) 


g’^+ 2 (l -g’^) 2 (l -g"+l) 

(l-g2n+l)(l_g2r<+2) ■ 

La recurrence est done donnee par 


P„+l = (o„ +x)pn + 


[ 2 n]j 2 n+l] 2 [ 2 n + 2 ]/" 


ou le coefficient a„ = {An + — 1 + g)/(q(q — 1 )) ne se simplifie pas specialement. 

• Pour (c, d) = (1,1), on obtient 


(3.9) 


(3.10) 


(3.11) 


(l-g"+2)2(l-<7"+3) 

” (1 -g2n+3)(l _g2n+4) 

(7"+3(1 -g")(l-g"+l)2 
(l_g2n+2)(l_^2r<+3) 

La recurrence est done donnee par 


(9 ~ 1)[^ + l]g[^ + 2]g \ 9 ^ + 2)5 

(l + < 7 "+i)(l + g"+2) [2n+l],[2n + 2]2[2n + 3]/”“^- 


(3.12) 


(3.13) 


(3.14) 


3.2 Recurrence pour le type grand g-Legendre 

Selon [KLSIO, §14.5.1], la version unitaire < 7 „ des polynomes Qn definis par la formule (2.13) (avec x au 
lieu de < 7(1 + {q — l)a:)) verifie la recurrence 


An — 


(3.15) 

(3.16) 

(1 -g2n)(l _^2n+l) ' 

On utilise ensuite comme precedemment le lemme 1.3 pour le changement de variables x 1 —>■ < 7(1 + {q — l)a^)- 
La recurrence pour la version unitaire Pn des Pn definis par (2.13) est done donnee par 


ou 


et 


qn+l — {An Cn 1 4 “ X^qn An-lCnqn—l-! 
(1 - <7"+1)2(1 - (1 + (<7 - l)z)<7"+i) 

(1 - g2n+l)(l _ q2n+2) 

g”+i(l - g”)2(l -q^ + {q- 1)^) 


Cn = - 


Pn+1 — 


[2n + 1], + [n + l]q - 3[n]q - 2g”z 

(l + g’^)(l + g"+i) 


+ X ]Pn + 


q--^[n]^q{[n]q-z){[n]q + q -z) 

[ 2 n-l],[ 2 n] 2 [ 2 n + l], 


-Pn-l- 


(3.18) 















4 Determinant de Hankel et fractions continues 


La theorie generals des polynomes orthogonaux donne des informations precises sur les determinants de 
Hankel des moments, et sur certaines fractions continues pour la serie generatrice ordinaire des moments. 
Les resultats dont nous aurons besoin se trouvent dans [Kra99, §2.7] et [Kra05, §5.4], ou le lecteur pent 
trouver d’autres references. On les rassemble dans le theoreme-omnibus suivant. 


Theoreme 4.1 Soit (pn)n>o une famille de polynomes orthogonaux unitaires verifiant la recurrenee 

Pn+l = {an + x)pn “ b„Pn-l, (4.1) 


avec les conditions initiates p-i = 0 et pq = 1. Soient pn les moments de cette famille, qu’on normalise en 
supposant /xq = 1. Alors on a un developpement en fraction continue 


k>0 


1 + GqX 


1 


1 + aix 


bix"^ 

b2X^ 

1 + a2X — ... 


(4.2) 


et une factorisation du determinant de Hankel 



n—1 


det 


pi+j — 




(4.3) 


Si {qn)n>o Gst la suite definie par la recurrence 

QO — 1 ; Ql — ^0 Qn-\-l — ^nQn l^nQn—1: 


(4.4) 


alors on a aussi une factorisation du determinant de Hankel decale 



det — Qfi 

0<i,j<n — l 


n!>; 

k^l 


— k 


(4.5) 


Preuve. On renvoie aux references citees pour la preuve des principaux resultats enonces. On se contents 
id d’une esquisse de preuve de (4.5). 

En comparant (4.4) et (4.1), on voit que Qn = (—l)"p„(0). Par ailleurs, il exists une formule determinantale 
pour Pn{x) en fonction des moments : 


En posant x 


Pn{x) = 


d^°^ 

Un 


Po 

Pi ■■■ 


Pi 

P2 ... 


t^n—l 

f^n ■ ■ • 

/^2n-l 

1 

X 


(-l)”d 

(1) /AO) 

n / nn , 

ce qui e 


(4.6) 


On obtient ainsi des fractions continues pour B{x), Bi{x), B 2 {x) et B^ix), de la forme donnee par (4.2) 
dans le theoreme 4.1, ayant pour coefficients ceux des recurrences (3.8), (3.11), (3.14) et (3.18). 

On obtient aussi les formules suivantes de factorisation des determinant de Hankel. 
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Theoreme 4.2 On a 


n — 1 


et 


(-i)m 


m 


, /^*+i+l ~ roi 

(-1)(S) 

1 roi Foi * 

0<ij<ra-l 


[2z]!j2* + l]!,’ 

[*]!?[* +1]!^ 


(■■■) n 


2=1 
n — 1 


rr) n 


[2i + l]!,|2! + 2]!,’ 

[*]!?[* + l]-g[* + 2]!9 


[2i + 2]!,[2z + 3]!, ’ 

(_1)("1^) 2„+2w 2„+2N [i + l]!3[i + 2]!3 

" [3]2[4], ^ ^ (9^ = + (-1)”) n [2z + 3l!j2i + 4l!, 


[2z + 3]!j2i + 4]!, 
I /n'l zn'i[z]!o Asc(z, z) Desc(z, z) 

(-i)<-),(.) n "•p.iU+iiC ■ 


azzec les notations (1-14) et (1.15). 


(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 


Preuve. Les formules (4.7), (4.8), (4.9) et (4.11) s’obtiennent directement en appliquant (4.3) aux quatre 
recurrences obtenues dans la section 3. II faut tenir compte de la normalisation des moments pour (4.8) et 
(4.9). 

On pose 

d„(fc) = det [3i+j+k- 
0<2 j<n—1 


On utilise (4.5) pour montrer successivement les trois implications suivantes. 

(4.7) (4.8) Les polynomes orthogonaux unitaires associes aux {/3n)n>o sont 


Pnix) = 


(g;9)r 


1 


('?"+^'3')n g"(g -1)" 


E 

A;=0 


{q-^,q^+^;qUq{l + {q-l)x);q)kq'^ 


(q,q,q;q)k 


Par consequent, a I’aide de I’identite de g-Vandermonde 

{q',q)l 


Pn(0) = 


( 9 ”+^; 9 )n (1 - q) 


qil) ^^(S)[n]!3 


[2n]!,’ 


II en resulte que d„(l) = d„(0)(—l)"p„(0), ce qui donne une autre preuve de (4.8). 
(4.8) => (4.9) Les polynomes orthogonaux unitaires associes aux {Pn+i/l3i)n>o sont 


Pn{x) 


{q,q^-,q)n 1 -A (g ", 9"+^ g)fc(g(l + (g - l)a:); g)fcg^ 

('?"+^;<?)n 9"(9 - 1)" ^ {q,q,q'^',q)k 


Par consequent, via g-Vandermonde, 


Pn(0) 


(g;g)n r+ij W!gh + l]!g 

(g”+2;g)n (1-g)” [2n+I]!, 


Done <i„(2) = d„(I)(—l)"p„(0), ce qui donne une autre preuve de (4.9). 

(4.9) => (4.10) Les polynomes orthogonaux unitaires associes aux {Pn+ 2 /l32)n>o sont 


2 (g^g^;g)n 1 (g ",g”'^^;g)fc(g(l + (g-l)a;);g)fcg'' 

(g,g2,g2;<z)fe 

dont la valeur en x = 0 est 


Pn(0) = 


(g^g^g)n 1 ^ (g~",g"+^g)fcg^ 

(g”+^; q)n g”(g - 1)" ^ (g^ g^; q)k 


(4.12) 
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La somme qui intervient peut se simplifier comme suit (par g-Vandermonde) : 


E 


{q^,q^\q)k 


{l-q?q- 


(1 - g-"-i)(l - g’^+2) 


— 1 + 2(1)1 


-n — 1 „n+2 

y ; y 


',q,q 


On obtient done I’egalite 


PniO) = 


= (-l) 


1 




(1 - g’^+i)(l - g"+2) L 


(g"+i;g)„+2 (1-g)—2 J [2n + 2]!, 

II s’ensuit que d„(3) = d„(2)(—l)”p„(0), ce qui donne (4.10). 


(_!)- +g(”n 


L’expression (4.10) est a rapprocher de la fraction continue simple pour la serie B 2 obtenue dans la 
section 5, qui fait intervenir des facteurs similaires. 

Pour les decalages D > 4, le nombre Pd lui-meme a des racines en dehors du cercle unite, done il est 
impossible que les determinants de Hankel soient encore des produits de polynomes cyclotomiques. 


5 Autres fractions continues 


On obtient dans cette section d’autres fractions continues pour les memes series generatrices. Les fractions 
continues du type donne par (4.2) sont traditionnellement nommees des J-fractions continues ou fractions 
continues de Jacobi. On les transforme ici en des fractions continues de Stieltjes ou S-fractions continues. 

On a besoin du lemme de transformation suivant (voir [RogOS, Lemma I], [Che05, Lemme 5.3] et [Dum95]), 
qui permet de relier S-fractions continues et J-fractions continues. 

Lemme 5.1 On a I’egalite entre les deux developpements en fractions continues 

1 cix C2a; C3X 1 ciC2a;2 0304^2 

IJ- Ij- Ij- Ij- 1 J- CiX — 1 J- (C2 J- C^)x — 1 J- (C4 J- C5)x— 

Theoreme 5.2 On a le developpement en fraction continue 


B{x) 


1 


[1]? + 


3+1 

[ 1 ], 


X 


[3], -I- 


q^+l 

[ 2 ], 


q[2]gx 


[2], 


[5], -I- 


q)+l 

[3], 


Preuve. En termes du lemme 5.1, ce developpement revient a montrer que 

q^->?q , [n?q 

^ (g"-f l)[2 n-l],’ ® {q^ + l)[2n + l]g’ 

pour n > 1. II reste done a verifier par un simple calcul que 

^0 — Oil On — 02n “f 02n-\-li l)n — 02n — l02m 

pour les coefficients a„ et bn de la recurrence (3.8). 


(5.2) 


(5.3) 


(5.4) 


11 



























Theoreme 5.3 On a le developpement en fraction continue 


Bi{x) 


1 


1 + 


<? rr 

[3], [4],^ 
9"[2]?[3], 

^ I [ 4 ],[ 5 ], ^ 


(5.5) 


dont les coefficients alternent entre [2n+\ul%u ' 

Preuve. En termes du lemme 5.1, ce developpement revient a montrer que 

<fHl[n+l\q [n]q[n + l\l 

[2n]g[2n+l],’ ® [2n + l]g[2n + 2], ’ 

pour n > 1. II reste done a verifier par un simple calcul que 

^0 — — ^2n “t“ C2n+l5 — ^2n — l(^2n^ 


(5.6) 


(5.7) 


pour les coefficients a„ et 6„ de la recurrence (3.11). ■ 

On pent en deduire facilement un developpement du meme type pour la fonction 1/B, en utilisant la 
relation B = 1 + fiiBi. 

Une formula de ce type existe aussi pour la serie B 2 avec un decalage de deux crans. 


Theoreme 5.4 On a le developpement en fraction continue 


B2{x) 


1 


1 + 


CiX 


1 + 


C 2 X 



(5.8) 


dont les coefficients alternent entre 


[n\q[n+l]l (^(" 2 ') + (_i)»+2) 

[2n + l]g[2n + 2], (q("J^) + 


(5.9) 


et 

_ + l]q[n + 2]q (^(" 2 ") + (_1)»+1) 

[2n + 2]g[2n + 3]g (g("J^) _|_ (_i)n+ 2 ) ’ 

pour n > 1. 

Preuve. II suffit de verifier par un simple calcul que 

^0 — — 9 , 1 1 — ^2n “r C2n+l5 — ^2n—l(^2nt 

I 

pour les coefficients a„ et 6„ de la recurrence (3.14). 


(5.10) 


(5.11) 


On observe qu’il apparait des facteurs cyclotomiques d’ordre n{n + 1) ou n(n + l)/2. Cette expression 
est a rapprocher du comportement des determinants de Hankel pour le decalage de 3, voir section 4. Par 
ailleurs, les coefficients ont des poles en q = 1, de sorte que ce developpement n’a pas de version classique. 
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Theoreme 5.5 On a le developpement en fraction continue 


B.{x) = 


[ 1 ]. 


{[I]q-Z)x 


q+1 

[ 1 ], 


{[l]+qz)x 


[3], 


q{[2]g - z)x 


9^ + 1 

[ 2 ], 


i[2]q+q Z)X 


[5], 


9^([3]9 


— z)a 


,3+1 {[S]q + q^z)x 

[3], 


Preuve. En termes du lemme 5.1, ce developpement revient a montrer que 

_ q''~^[n]q{[n]q - z) _ [n]q{[ng + q^z) 

(g” + l)[2 n-l], ’ (g’^ + l)[2 n+l], 

pour n > 1. II reste done a verifier par un simple calcul que 

^0 — Cl; — C2n “1“ C2n+1; — C2n—lC2n; 

pour les coefficients a„ et 6„ de la recurrence (3.18). 


(5.12) 


(5.13) 


(5.14) 


6 Theoreme general de type Fulmek-Krattenthaler 


On considere les polynomes en x definis par la formula 


Bn(x) 


302 


^„+a+b+c+d-l^^a(^^ + (<7 - l)x) ^ 

qa+c ^ qa+d 




( 6 . 1 ) 


ou 302 est la fonction hypergeometrique basique usuelle. Les parametres c et d sont des entiers positifs ou 
nuls. Les parametres a et h sont des entiers strictement positifs. 

On retrouve les polynomes de type g-Hahn consideres precedemment lorsque a = b = 1. 

Ces polynomes sont revaluation en g“(l + {q— l)a:) de polynomes Qn de type “grand g-Jacobi” pour les 
parametres Ce sont encore des polynomes orthogonaux (voir le lemme 1.3). 

On pose Ca,b,c,d = [x^ Asc(x, a — 1) Asc(a;, 6 — 1) Desc(a:, c — 1) Desc(a;, d — 1)). 


Theoreme 6.1 Les nombres 


Asc(x, a — 1) Asc(x, 6—1) Desc(x, c — 1) Desc(x, d — 1)) ICa,h,c,d (6.2) 

sont les moments des polynomes orthogonaux Pn de parametres a, 6, c, d. 

Ce resultat est un g-analogue du theoreme 23 de [FKOO] . On pent noter la remarquable symetrie par echange 
de a et 6 ou de c et d, qui n’est pas immediatement visible dans (6.1). 

Preuve. II suffit a nouveau de montrer que la forme lineaire 

/ n- (x^ Asc(x, a — 1) Asc(x, 6—1) Desc(x, c — 1) Desc(x, d — 1)/) (6.3) 

s’annule sur les polynomes Pn lorsque n > 1. 

L’expression hypergeometrique (6.1) donne la formula explicite 


Pn{x) = 


(<?-", qr^+-+b+c+d-l. g)fc(ga(i + _ i)^;); q)kq’^ 




{q,q^+^,q^+‘^;q)k 


(6.4) 
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En considerant I’expression 


Asc(a;, a — 1) Asc(a;, 6 — 1 ) Desc(a;, c — 1) Desc(a;, d — l)(g“(l + {q — l)a;); q)k, (6.5) 

on observe qu’on pent associer ensemble les facteurs pour former d’une part 
Desc(x, c - l)x Asc(a;,a - l)(g“(l + {q- l)x)-,q)k = (1 - q)’'q^'^^a + k-l + ^ ( 6 . 6 ) 

et d’autre part 


Desc(a;, d — l)x Asc(a;, 6 — 1) = (—1)'^ + d — 1]!, 

An complet, I’expression (6.5) vaut done 

(5 - i)‘(-i)'«<,(a+®[o + 1-1 + c |!,|6 +d- 

Le lemme 1.2 donne que 

(^l)C+dg-(2)+crf-(2) 


ra+fc—1, x] r6—l.x] \ _ 

' La + fc—1 + cJ n \.b-\-d—l\ n' 


2 +fe-l+cJ q Lb+d-lJ q) c + d + fc - 1 ], [' 


a+b+c+d+fe—21 

b+c—1 J q 


(6.7) 

( 6 . 8 ) 

(6.9) 


On en deduit alors que 

^{x^ Asc(a:, a — 1) Asc(a;, 6 — 1) Desc(a;, c — 1) Desc(a;, d — l)P„(a;)) = 


g ^‘'[6 + d-l]!J 6 + c-l]!,^ 


— n „n+a+b+c+(i— 1 . 


{q-^.q 


; q)kq {I - g)''[a + c + /c - l]!,[a + d + fc - l]!q 


(q, g)fc[a + 6 + c + d + A: - 1 ]!, 

n „n+a+b+c+d— 1 , „fc/„a+c. (^a-\-d. ^ 


A;=0 

,a [b + d- 1]!,[6 + c- l]!,[a + c- l]!,[a + d - 1 ]!, ^ (g"", qn+a+b+c+d-i.^-^^gk^^a+c. g)^(ga+d. 

^ [a + 6 + c + d- 1 ]!, ^ (( 7 ,g“+^g“+'^;g)fe(g“+''+^+'^;q)fc 


fc =0 


( 6 . 10 ) 


n + a + b+c+d — 1 


On reconnait la somme comme ’^„+i,+c+<i Qui est nul par la formule de g-Vandermonde 

lorsque n > 1 . ■ 

Comme sous-produit de cette preuve, on obtient une expression pour la constante de normalisation 

(J 

_^cd[b + d-l]\q[b + c-l]\q[a + c-l]\q[a + d-l]\q 

Ca,b,c,d = q -^^- -r. -• ( 6 - 11 ) 

[a + 6 + c + d - lj!g 

On peut alors en deduire un enonce sur la factorisation des determinants de Hankel. 

Selon [KLSIO, §14.5], la version unitaire des polynomes Qn definis par la formule (6.1) (avec x a la 
place de g“(l + {q — l)x)) verifie la recurrence 


ou 


et 


A„ — 


Cr,=- 


qn+1 — (A^i “t- Cji 1 “t“ x)qn A.n — lCriqn—1^ 

— g”^““*"'^)(l — g"~*"“^‘^)(l — g"+“+^+‘^+‘^“i) 

^2^ _ q2n+a+b+c+d—l'j^-^ _ q2n+a+b+c+d^ 
qn+2a+c+d—l — q''^+b+d—l^^^ _ qU+b+c—l'^ 


^_ Q27T,-|-fl-l-b-l-c-|-(i—^)(l _ ^27i-|-fl-l-b-l-c-|-(i— 


( 6 . 12 ) 

(6.13) 

(6.14) 


On utilise ensuite le lemme 1.3 pour le changement de variables x q°'{1 (q — l)x). Dans la recurrence 
obtenue pour les versions unitaires Pn des polynomes P„ definis par ( 6 . 1 ), les coefficients 6 „ sont done 


n+c+d-i + c + n — 1 ] 5[6 + c + n — l] 5 [a + d + n — l]g [6 + d + n — l]q[a + 6 + c + d + n — 2 ]q 


[u-t-6-t-c-t-d-t- 271 — 3]g[ci “t" 6 -t- c -f d “t" 2/7 — 2 ]q[g -1- 6 -t- c -t- d -t- 27z — 1],^ 


(6.15) 
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Soit M (n) la matrice de terme general 


Asc(a;, a — 1) Asc(a:, 6 — 1) Desc(a;, c — 1) Desc(a;, d — 1)) (6.16) 


pour 0 < j < n — 1 . 

On deduit done du theoreme 4.1 le resultat suivant. 
Theoreme 6.2 Le determinant de M{n) est 




n—1 

n 


[z]g[(jH-cH -2 — l]q[ 5 H-cH -2 — l]g[aH-(iH -2 — l]g[ 6 H-(iH -2 — l.^q[o, b c d i — 2 ]^ 
(^\(i b c d 2,i — 3^q\Q b c d ‘Zi — b c d Zi — l]g) 


(6.17) 


On retrouve les determinants de Hankel decales des Pn pour a = 6 = 1 et (c, d) = (0,0), (0,1), (1,1) 
(formules (4.7), (4.8) et (4.9)). 
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